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1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

3(x2 + y + z)(x+ y2 + z)(x+ y + z2) > (x+ y + z)4.

2. Ïóñòü n � ñîñòàâíîå ÷èñëî. ×èñëà a1 < a2 < . . . < ak � âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, . . . , n}, íå âçàèìíî ïðîñòûå ñ n. Ïóñòü b1, . . . , bk � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë a1, . . . , ak.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ èíäåêñû i è j, 1 6 i < j 6 k òàêèå, ÷òî aibi è ajbj äàþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n.

3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè âûñîòû AHa, BHb, CHc. Òî÷êè X è Y
� ïðîåêöèè Ha íà AB è AC ñîîòâåòñòâåííî, Z � ïðîåêöèÿ Hb íà BC. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå XY , HcZ è AHa ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô íà n âåðøèíàõ, íà êàæäîì ðåáðå êîòîðî-
ãî âûáðàíî íàïðàâëåíèå (ñòðåëêà). Çà îäèí õîä ìîæíî âûïîëíèòü îïåðàöèþ ¾îáðàùåíèå
ñòðåëêè¿: âûáðàòü íåêîòîðîå ðåáðî è èçìåíèòü íà íåì íàïðàâëåíèå ñòðåëêè íà ïðîòèâîïî-
ëîæíîå. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ ëþáîãî ãðàôà è ëþáîãî íà÷àëüíîãî
âûáîðà íàïðàâëåíèé íà ðåáðàõ ìîæíî ñ ãàðàíòèåé ïîëó÷èòü ãðàô, â êîòîðì íåò îðèåíòè-
ðîâàííîãî öèêëà (ò.å. öèêëè÷åñêîãî ìàðøðóòà, êîòîðûé ìîæíî ïðîéòè ïî ñòðåëêàì)?

5. Äàíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëàm è n. Â îäíîé èç êëåòîê áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé
äîñêè ñòîèò (m,n)-êîíü, òî åñòü ôèãóðà, êîòîðàÿ ïðè êàæäîì ñâî¼ì õîäå ïåðåäâèãàåòñÿ
íà m êëåòîê ïî âåðòèêàëè è n êëåòîê ïî ãîðèçîíòàëè èëè íà n êëåòîê ïî âåðòèêàëè è
m êëåòîê ïî ãîðèçîíòàëè. Äîêàæèòå, ÷òî îí íå ìîæåò ïîïàñòü íà ñîñåäíþþ (ïî ñòîðîíå)
êëåòêó ìåíåå, ÷åì çà m+ n õîäîâ.

6. Ïóñòü d(n) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n. Äîêàæèòå, ÷òî

n+ d(1) + d(2) + · · ·+ d(n) 6 d(n+ 1) + d(n+ 2) + · · ·+ d(2n).

7. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y, z
ðàâåíñòâó

(x− y)f(x+ y) + (y − z)f(y + z) + (z − x)f(z + x) = 0.

8. Êëåòêè òàáëèöû 2n× 2n ðàçáèòû íà ïàðû. Ñòîëáöû è ñòðîêè òàáëèöû çàíóìåðîâàíû
ïî ïîðÿäêó ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó âíèç ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 2n. Ñêàæåì, ÷òî êëåòêà èìååò
êîîðäèíàòû (i, j), åñëè îíà íàõîäèòñÿ â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó êëåò-
êàìè ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) è (k, l) íàçîâåì âåëè÷èíó |i−k|+ |j− l|. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ðàññòîÿíèé ìåæäó êëåòêàìè ïî âñåì ïàðàì.

9. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Íà ñòîðîíå BC âçÿòà
òî÷êàD, à íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíûBC çà òî÷êó C � òî÷êàE òàê, ÷òîBD/DC = BE/EC.
Ïóñòü T � ïðîåêöèÿ òî÷êè D íà ïðÿìóþ IE. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ATE = ∠IDE.

10. Äëÿ 100 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè (íèêàêèå 3 òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé) òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè k ïðÿìûõ, íå ïðîõîäÿùèõ íè ÷åðåç îäíó èç íèõ òàê, ÷òîáû â
êàæäîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, íà êîòîðûå ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü, îêàçàëîñü íå áîëåå îäíîé
äàííîé òî÷êè. Êàêîãî íàèìåíüøåãî k áóäåò äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ìîæíî áûëî ñäåëàòü
ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê?


