
×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Òóð 2. 23.09.2019

Âûñøàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB > AC, è âûáåðåì òî÷êó

Q íà ñòîðîíå AB òàê, ÷òî BQ = AC. Ïóñòü Γ � îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó Q è êàñàþùàÿñÿ ïðÿìîé AC â òî÷êå A. Ïóñòü X � âòîðàÿ òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ Γ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü T �

òî÷êà íà ëó÷å CA òàêàÿ, ÷òî A ëåæèò ìåæäó C è T . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ

XA ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà TAB.

2. Â ñâÿçíîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ïðè óäàëåíèè ëþáûõ äâóõ ðåáåð, èìå-

þùèõ îáùóþ âåðøèíó, ñâÿçíîñòü íàðóøàåòñÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî

ðåáåð ìîæåò áûòü â ýòîì ãðàôå?

3. Ñóììà íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñ-

õîäèò 10, íå ïðåâîñõîäèò S. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå S òàêîå, ÷òî ýòè ÷èñëà

ãàðàíòèðîâàííî ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñóììà

íå ïðåâîñõîäèò 70.

4. Íà ãèïîòåíóçå BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè

M è N òàê, ÷òî AB = NB, AC = MC. Ïóñòü X òàêàÿ òî÷êà âíóòðè òðå-

óãîëüíèêà ABC, ÷òî òðåóãîëüíèê MNX � ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé

ñ ïðÿìûì óãëîì X. Íàéäèòå óãîë BXC.

5. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè d ÷èñëà 3n2

òàêèå, ÷òî n2 + d � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

6. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n,m òàêèå, ÷òî ÷èñëî n+1
4n+2 + 3m+4

2m+2 � öåëîå.

7. Äàíî 2019 ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë è ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî èç ýòèõ ÷èñåë âñå åãî ïðîñòûå íå÷åòíûå äåëèòåëè íå ìåíüøå p. Äëÿ êàêîãî

ìèíèìàëüíîãî p ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ äâà ÷èñëà a

è b òàêèõ, ÷òî âñå ïðîñòûå íå÷åòûå äåëèòåëè a + b òîæå íå ìåíüøå p.

8. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ 1, äîêàæèòå
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×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019
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Ïåðâàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó â ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå 1×2018. Âàñÿ ñòàâèò ôèøêó íà êàêîå-òó êëåòêó. Äàëåå íà êàæ-

äîì øàãå Ïåòÿ íàçûâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, íå áîëüøåå n, è Âàñÿ äâèãàåò

ôèøêó íà k êëåòîê âïðàâî èëè âëåâî ïî ñâîåìó âûáîðó. Ïåòÿ âûèãðûâàåò,

åñëè Âàñÿ íå ìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä. Íàéäèòå íàèìåíüøåå n, ïðè êî-

òîðîì Ïåòÿ ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàòü çà êîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî õîäîâ.

2. Â ñâÿçíîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ïðè óäàëåíèè ëþáûõ äâóõ ðåáåð, íå èìåþ-

ùèõ îáùóþ âåðøèíó, ñâÿçíîñòü íàðóøàåòñÿ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ðåáåð ìîæåò áûòü â ýòîì ãðàôå?

3. Íà ãèïîòåíóçå BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè

M è N òàê, ÷òî AB = NB, AC = MC. Ïóñòü X òàêàÿ òî÷êà âíóòðè òðå-

óãîëüíèêà ABC, ÷òî òðåóãîëüíèê MNX � ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé

ñ ïðÿìûì óãëîì X. Íàéäèòå óãîë BXC.

4. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 10 åñòü äâà ðàçëè÷íûõ äåëèòåëÿ a è b òàêèõ,

÷òî n = a2 + b. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó a è b íàéäåòñÿ åùå õîòÿ áû îäèí

äåëèòåëü ÷èñëà n.

5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n,m òàêèå, ÷òî ÷èñëî n+1
4n+2 + 3m+4

2m+2 � öåëîå.

6. Äàíî 2019 ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî èç íèõ âñå åãî

ïðîñòûå íå÷åòíûå äåëèòåëè íå ìåíüøå 37. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ

äâà ÷èñëà a è b òàêèõ, ÷òî âñå íå÷åòíûå ïðîñòûå äåëèòåëè a+b òîæå íå ìåíüøå

37.

7. Âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê A1A2A3A4A5A6 ëåæèò âíóòðè äðóãîãî âûïóê-

ëîãî øåñòèóãîëüíèêà B1B2B3B4B5B6, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû øå-

ñòèóãîëüíèêîâ ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ

øåñòèóãîëüíèêîâ A1B2A3B4A5B6 è B1A2B3A4B5A6 ðàâíû.

8. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ 1, äîêàæèòå
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