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Áîé � 3. 25.09.2019. Ëèãà Ãðàíä.

1. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ñ öåíòðîì I êàñàåòñÿ ñòîðîí AC è AB â òî÷êàõ B1

è C1. Ïðÿìàÿ B1C1 ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå X, à âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà BAC ïåðåñåêàåò
BC â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ BIC è XIY ïåðïåíäèêóëÿðíû.

2. Äàíû ïðîñòûå ÷èñëà p è q. Èçâåñòíî, ÷òî p+ q2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî
íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî p2 + qn íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå k ≥ 3, îáëàäàþùåå òàêèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè a, b, c, d, n
� íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî îáå ñóììû a+ b+ c+ d è a2 + b2 + c2 + d2 äåëÿòñÿ íà n, òî
ak + bk + ck + dk òàêæå äåëèòñÿ íà n.

4. Íà áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé äîñêå êëåòêè ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåò â øàõìàòíîì
ïîðÿäêå. Êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê íàçîâåì êðàñèâûì, åñëè îí ñîòîèò èç 1009 áåëûõ è 1009
÷åðíûõ êëåòîê. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå k, óäîâëåòâîðÿþøåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
èç ëþáîãî êðàñèâîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî âûðåçàòü k (íåïåðåñåêàþùèõñÿ) äîìèíîøåê 1×2.

5. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Q −→ Q òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Q âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
2f(f(x)) = f(2x) è äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x ∈ Q âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x) + f( 1

x
) = 1.

6. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n > 4, äëÿ êîòîðûõ âåðíî òàêîå óòâåðæäåíèå: â ëþáîé òðèàíãóëÿ-
öèè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà P íàéäåòñÿ äèàãîíàëü, êîòîðàÿ äåëèò P íà ÷åòûðåõóãîëüíèê è
(n− 2)-óãîëüíèê?

7. Äâóì ìóäðåöàì âòàéíå îäèí îò äðóãîãî ñîîáùàò ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó. Ìóäðåöàì èçâåñòíî,
÷òî ñóììà èõ ÷èñåë áóäåò ðàâíà 2k − 1, ãäå k � êàêîå-òî íåèçâåñòíîå èì íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äàëåå ïåðâûé ìóäðåö ñêàæåò âòîðîìó ¾1¿ èëè ¾2¿, à çàòåì âòîðîé ñêàæåò ïåðâîìó ¾1¿ èëè
¾2¿. Öåëü êàæäîãî ìóäðåöà � óçíàòü, áîëüøå èëè ìåíüøå åãî ÷èñëî, ÷åì ÷èñëî äðóãîãî. Êàê
ìóäðåöàì çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ, ÷òîáû îáà äîáèëèñü ñâîåé öåëè?

8. Ïóñòü I è r � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà è å¼ ðàäèóñ, à H � îðòîöåíòð.
Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â I è ðàäèóñîì r

√
2. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê îñò-

ðîóãîëüíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ëåæèò âíóòðè ω.

9. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû k ïðÿìûõ aix + biy = 1,
ãäå ai > 0, bi > 0, i = 1, 2, . . . , k, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåëûå òî÷êè. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî èç 10000 åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ êâàäðàòà 0 ≤ x ≤ 100, 0 ≤ y ≤ 100 ìîæåò
ðàçðåçàòü îáúåäèíåíèå ýòèõ ïðÿìûõ?

10. Ìîæíî ëè ðàçìåñòèòü íà ïëîñêîñòè 100 êðóãîâ D2, D3, . . . , D101 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ðàç-
ëè÷íûõ a è b, áîëüøèõ 1 è íå áîëüøèõ 101, êðóãèDa èDb íå ïåðåñåêàëèñü, åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1,
è êðóã Da ñîäåðæàë êðóã Db, åñëè a äåëèòñÿ íà b?


