
×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Ïîëóôèíàë. 26.09.2019

Âûñøàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Íà ïëîñêîñòè äàí òðåóãîëüíèê MNX. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêî-

íå÷íî ìíîãî òðàïåöèé, ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí êîòîðûõ ýòî òî÷êè M è N ,

à X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé.

2. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íà ðàññòîÿíèè 5. Íà íèõ îòìå÷åíû òî÷êè

A è B òàê, ÷òî ïðÿìàÿ AB ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòèì äâóì ïðÿìûì. Êóçíå÷èê

ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî íà ýòèõ ïðÿìûõ è ñîâåðøàòü ïðûæêè äëèíû ðîâíî

13. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ êóçíå÷èê ìîæåò ïîïàñòü èç

òî÷êè A â òî÷êó B?

3. Íà äîñêå m× n ëåæàò ìîíåòû, ïðè ýòîì îäíà, ðàñïîëîæåííàÿ â óãëîâîé

êëåòêå, ëåæèò ââåðõ îðëîì, à âñå îñòàëüíûå � ðåøêàìè. Çà îäèí õîä ðàçðå-

øàåòñÿ óáðàòü ëþáóþ ìîíåòó, ëåæàùóþ ââåðõ îðëîì, è ïåðåâåðíóòü ìîíåòû

âî âñåõ êëåòêàõ, ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå ñ óáðàííîé. Ïðè êàêèõ ïàðàõ (m,n)

ìîæíî óáðàòü âñå ìîíåòû?

4. Äàíû ïðîñòîå ÷èñëî p è íàòóðàëüíûå ÷èñëà m > 1 è n òàêèå, ÷òî ÷èñëî
mpn−1
mn−1 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî (p− 1)n + 1 ... pn.

5. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå

òîæäåñòâó a+ b+ c+ 2 = abc. Äîêàæèòå, ÷òî (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) > 27.

6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ≥ 2 ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå a1,

a2, . . . , an òàêèå, ÷òî (a1 + a2 + · · ·+ an)
2 − 1 äåëèòñÿ íà a21 + a22 + · · ·+ a2n?

7. Ïóñòü b � êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå B ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè

íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàABC. Òî÷êàH � îðòîöåíòð

òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà K � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç

H íà b. Òî÷êà L � ñåðåäèíà AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BKL � ðàâíî-

áåäðåííûé.

8. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êàêîé-íèáóäü âûïóêëûé 5-óãîëüíèê íà 2019 ðàâíûõ

òðåóãîëüíèêîâ?
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Ïåðâàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà,

âûñøàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà: áîé çà 5 ìåñòî (9 êëàññ).

1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà P � ñåðåäèíà êàòåòà AC, à

òî÷êà Q � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB. Ïóñòü H � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà,

îïóùåííîãî èç òî÷êè P íà îòðåçîê CQ. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû PHA è PBC

ðàâíû.

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå öåëûå ÷èñëà a < b < c < d, ÷òî
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3. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íà ðàññòîÿíèè 5. Íà íèõ îòìå÷åíû òî÷êè

A è B òàê, ÷òî ïðÿìàÿ AB ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòèì äâóì ïðÿìûì. Êóçíå÷èê

ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî íà ýòèõ ïðÿìûõ è ñîâåðøàòü ïðûæêè äëèíû ðîâíî

13. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ êóçíå÷èê ìîæåò ïîïàñòü èç

òî÷êè A â òî÷êó B?

4. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå

òîæäåñòâó a+ b+ c+ 2 = abc. Äîêàæèòå, ÷òî (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) > 27.

5. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êàêîé-íèáóäü âûïóêëûé 5-óãîëüíèê íà 2019 ðàâíûõ

òðåóãîëüíèêîâ?

6. Ïóñòü b � êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå B ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè

íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàABC. Òî÷êàH � îðòîöåíòð

òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà K � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç

H íà b. Òî÷êà L � ñåðåäèíà AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BKL � ðàâíî-

áåäðåííûé.

7. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî

åñòü êðóãîâûå ìàðøðóòû èç 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 è 10 äîðîã. Êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî äîðîã ìîæåò áûòü â ñòðàíå?

8. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, ÷òî (a+ b+ c+ d)2− 1

äåëèòñÿ íà a2 + b2 + c2 + d2?


