
×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð
ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Ôèíàë. 27.09.2019
Âûñøàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Íàéäèòå âñå ïàðû (a, b) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ó ÷èñåë na è nb îäèíàêîâîå êî-
ëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.

2. Ïóñòü ¾←¿ îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàâèøó íà êëàâèàòóðå (ñäâèã
êóðñîðà íà îäíó ïîçèöèþ âëåâî). Åñëè â òåêñòîâîì ðåäàêòîðå ïîñëåäîâà-
òåëüíî íàæàòü êëàâèøè ¾ab←cd←←e←←f¿, òî ïîëó÷èòñÿ ¾faecdb¿. Íàçîâ¼ì
ñòðîêó B äîñòèæèìîé èç ñòðîêè A, åñëè ìîæíî âñòàâèòü â A íåñêîëüêî ←
òàê, ÷òî ïîñëå âáèâàíèÿ ïîëó÷èòñÿ ñòðîêà B. Äîêàæèòå, ÷òî B äîñòèæèìà
èç A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A äîñòèæèìà èç B.

3. a, b, c, d� íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî a2+b2+c2+d2 = 4. Äîêàæèòå,
÷òî a+b+c+d
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4. Äàíî n ëèíåéíûõ ôóíêöèé f1, . . . fn. Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàò êàæäîé èç
íèõ áîëüøå ñóììû îñòàëüíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ôóíêöèé åñòü íåâîçðàñòàþùàÿ.

5. Ðàññìîòðèì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, èìåþùèå ðîâíî 2019 äåëèòåëåé.
Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ÷èñëà îïðåäåëèì
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ãäå d1, . . . d2019 � âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà n. Íàéäèòå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå Sn.

6. Ïóñòü I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC. Áèññåêòðè-
ñà, ïðîâåäåííàÿ èç òî÷êè A, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå E. Âïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D. Òî÷êà M �
ñåðåäèíà äóãè BAC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìûå DI
è AM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ MI ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó îòðåçêà EF .

7. Ðàçáèåíèå âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè íàçîâ¼ì ïðàâèëüíîé

òðèàíãóëÿöèåé, åñëè íèêàêèå òðè âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ íå ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðàâèëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ íàçîâ¼ì õîðîøåé, åñëè íà
ñòîðîíàõ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàññòàâèòü ñòðåëêè òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû íà ñòîðîíàõ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà è íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà ñòðåëêè îáðàçîâûâàëè öèêëû. Ïðè êàêèõ n ≥ 3 ó ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà
ñóùåñòâóåò õîðîøàÿ ïðàâèëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ?

8. Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì
AB < AC < BC. Òî÷êà D � ñåðåäèíà äóãè AB. Ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåò BC â
òî÷êåE. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêàBDE âòîðè÷íî ïåðåñåêàåòAB
â òî÷êå Z, à îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ADZ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò
AC â òî÷êå H. Äîêàæèòå, ÷òî BE = AH.




