
XV Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð.
Ãðàíä-ëèãà (10-11 êë).

I òóð. 16.10.2020.

1. Öèëèíäð îáú¼ìà x ëåæèò âíóòðè öèëèíäðà îáú¼ìà 1, à òîò ëåæèò âíóòðè öèëèíäðà îáú¼ìà 2.
Îñè âñåõ òð¼õ öèëèíäðîâ ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå x.

2. Ïî ìåíüøåé äóãå AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC äâèæåòñÿ
òî÷êà X. Òî÷êà Y âûáèðàåòñÿ íà ñòîðîíå BC òàê, ÷òî AB � áèññåêòðèñà óãëà XAY . Äî-
êàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè XY C ïðè âñåâîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿõ òî÷êè X ïðîõîäÿò ÷åðåç åù¼
îäíó, îòëè÷íóþ îò C, ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè Ha, Hb, Hc � îñíîâàíèÿ âûñîò, ïðîâåäåííûõ èç
A, B, C ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ HbHc ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå D. Òî÷êè K è L âûáèðàþòñÿ
íà ïðîäîëæåíèÿõ HaHc è HaHb çà òî÷êè Hc è Hb ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ïðÿìàÿ KL ïðî-
õîäèò ÷åðåç D. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå äëèí êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷åê K è L ê
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî BCHb, ðàâíî KD : LD.

4. Ðàññìîòðèì ãðàô ñ 60 ð¼áðàìè. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k åãî âåðøèíû ìîæíî çàâåäîìî
ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü íå áîëåå ÷åì â k öâåòîâ?

(Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè íåò ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøè-
íû îäíîãî öâåòà.)

5. Äàíû n > 2 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . . < an òàêèõ, ÷òî an < 2a1. Ïóñòü êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà a1a2 . . . an ðàâíî m. Äîêàæèòå, ÷òî

(a1a2 . . . an)
m−1 > (n!)m.

6. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (
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7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n èç áóêâ 0, 1 è ∗. Äëÿ ñëîâ x, y ∈ Sn ñêàæåì,
÷òî x ≼ y, åñëè y ïîëó÷àåòñÿ èç x çàìåíîé íåêîòîðûõ çâ¼çäî÷åê íà åäèíèöû è íóëè.
Ôóíêöèÿ f : Sn+k → Sn òàêîâà, ÷òî

(1) x ≼ y ⇒ f(x) ≼ f(y);

(2) f(∗ ∗ ∗ . . . ∗) = ∗ ∗ . . . ∗;
(3) åñëè f(x) ≼ z, òî ñóùåñòâóåò y ≽ x òàêîå, ÷òî f(y) = z.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëîâî x, ñîäåðæàùåå íå áîëåå k çâ¼çäî÷åê, òàêîå, ÷òî
f(x) = ∗ ∗ . . . ∗ .

8. Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn íàèìåíüøåå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå êàê ñóììà n ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � ïðîèçâåäåíèå n
(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) ýëåìåíòîâ èç S. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî n òàêèõ, ÷òî xn < 2−2n?
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