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1. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñïóòíèêîâ íàäî çàïóñòèòü íàä øàðîîáðàçíîé ïëàíåòîé, ÷òîáû
â íåêîòîðûé ìîìåíò ñ êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû áûëè äîñòóïíû ñèãíàëû õîòÿ áû
äâóõ ñïóòíèêîâ? Ñïóòíèê ñ÷èòàåòñÿ äîñòóïíûì èç òî÷êè A ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû, åñëè îí
íàõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîâåäåííîé â òî÷êå A, ñòðîãî ïî äðóãóþ
ñòîðîíó, íåæåëè ñàìà ïëàíåòà.

2. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, îïèñàííûé âîêðóã îêðóæíîñòè ω. Îêðóæíîñòü Ω
ïðîõîäèò ÷åðåç A, C è êàñàåòñÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è CDA. Äîêà-
æèòå, ÷òî íà ïðÿìîé AC íàéäåòñÿ òî÷êà X òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â X,
ïåðåâîäÿùàÿ ω â Ω.

3. Äàí òðåóãîëüíèêABC, Ω� åãî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, S � òî÷êà íà äóãåBC, íå ñîäåðæàùåé
A, à P � òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà òàêàÿ, ÷òî ∠BAS = ∠PAC. ×åðåç òî÷êó P ïðîâîäèòñÿ
ïåðåìåííàÿ ïðÿìàÿ p, íå ïåðåñåêàþùàÿ îòðåçêà BC. Ïóñòü p ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êàõ M è N , à
ïðÿìûå SM è SN ïåðåñåêàþò BC â òî÷êàõ K è L. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå îêðóæíîñòè
(SKL) ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

4. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 3n êðàñíûõ òî÷åê (n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Êàæäóþ ìèíóòó Èâàí
ñîåäèíÿåò îòðåçêîì êàêèå-íèáóäü äâå åù¼ íå ñîåäèí¼ííûå òî÷êè, à Ìèòðîôàí ïåðåêðàøèâàåò
êàêóþ-íèáóäü êðàñíóþ òî÷êó â çåë¼íûé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî, êàê áû íè õîäèë Ìèòðîôàí,
Èâàí ìîæåò äîáèòüñÿ, ÷òîáû ÷åðåç n ìèíóò íå ìåíåå n−1
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îòðåçêîâ ñîåäèíÿëè êðàñíûå òî÷êè

ñ çåë¼íûìè.

5. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Â êëåòêè äîñêè n×n âïèñàíû êâàäðàòû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k âñåãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ìîäóëü ðàçíîñòè
íåêîòîðûõ äâóõ ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ, íå ìåíüøå k?

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, a3, . . . çàäàíà óñëîâèÿìè: a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5,

an+1 =
a2n + a2n−1

an−2

ïðè n > 3. Ïóñòü an =
pn
qn

� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü (pn è qn � íàòóðàëüíûå). Íàéäèòå âñå

ïðîñòûå ÷èñëà p, äëÿ êîòîðûõ íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî qn äåëèòñÿ íà p.

7. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàéäèòå íàèìåíüøåå c òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë x1, x2, . . . , xn, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

{x1}+ {x2}+ . . .+ {xn} ≤ c.

({x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.)

8. Ïóñòü a, b, c, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(c, d) = 1. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = an + b, yn = cn + d. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî íèêàêîå èç ÷èñåë xn, yn íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
áîëüøåãî 1.
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