
XV Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð.
Ãðàíä-ëèãà (10-11 êë). III òóð. 19.10.2020.

1. Äàí âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ äóãà îêðóæíîñòè Ω,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è D è ëåæàùàÿ â òîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî AD, êîòîðàÿ
íå ñîäåðæèò ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç B è C, êàñàþòñÿ Ω â
òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ëó÷ BA ëåæèò âíóòðè óãëà XBD, à ëó÷ CD ëåæèò
âíóòðè óãëà Y CA. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå XY ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, íå
çàâèñÿùóþ îò Ω, ëèáî âñå ïàðàëëåëüíû.

2. Ïóñòü ABCDE � âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê, A1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûð¼õóãîëü-
íèêà BCDE, àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè B1, C1, D1, E1. Èçâåñòíî, ÷òî òðè èç ïðÿìûõ
AA1, BB1, CC1, DD1, EE1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî äâå äðóãèå ïðÿìûå è
îäíà èç ïåðâûõ òðåõ òîæå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3. Ñ çàìêíóòîé ëîìàíîé A1A2 . . . An ìîæíî ïðîäåëàòü îïåðàöèþ � ïðîâåñòè äèàãîíàëü âèäà
Ai−1Ai+1 (âåðøèíû íóìåðóþòñÿ öèêëè÷åñêè ïî ìîäóëþ n) è çàìåíèòü Ai íà òî÷êó A′

i, ñèì-
ìåòðè÷íóþ Ai îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Ai−1Ai+1. Îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè èç
íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé A1A2 . . . An ïîëó÷àåòñÿ òàêæå íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìà-
íàÿ A1A2 . . . A

′
i . . . An. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: ½äëÿ ëþáîãî n èç ëþáîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ

çàìêíóòîé ëîìàíîé A1A2 . . . An íåñêîëüêèìè êîððåêòíûìè îïåðàöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ãðà-
íèöó âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà�?

4. Â ãîðîäå æèâóò 2020 ÷åëîâåê, äâîå èç êîòîðûõ (À è Â) áàëëîòèðóþòñÿ â ìýðû. Ãîëîñóþò
âñå æèòåëè ïî î÷åðåäè, ïðè÷¼ì íà÷èíàåòñÿ ãîëîñîâàíèå ñ òîãî, ÷òî êàæäûé êàíäèäàò ãîëî-
ñóåò çà ñåáÿ. Ó êàæäîãî èç îñòàëüíûõ æèòåëåé ãîðîäà åñòü ñâî¼ èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî a.
Êàæäûé çíàåò ðåçóëüòàòû ãîëîñîâàíèÿ ê ìîìåíòó, êîãäà îí ãîëîñóåò, è: åñëè äîëÿ ãîëîñîâ,
ïîäàííûõ çà À ê òåêóùåìó ìîìåíòó, ìåíüøå a, îí ãîëîñóåò çà À, èíà÷å � çà Â. Ñòàòèñò,
çíàÿ ÷èñëà a äëÿ êàæäîãî æèòåëÿ (íî íå çíàÿ î÷åð¼äíîñòè; çíàÿ òîëüêî, ÷òî íà÷èíàþò A è
B), çàðàíåå ïðåäñêàçûâàåò èñõîä âûáîðîâ, íàçûâàÿ ïðîöåíò ãîëîñîâ, ïîäàííûõ çà A. Ñ êàêîé
íàèáîëüøåé òî÷íîñòüþ ñòàòèñò ãàðàíòèðîâàííî (íå çàâèñèìî îò ÷èñåë a) ìîæåò ïðåäñêà-
çàòü èñõîä âûáîðîâ (â %)? (Òî÷íîñòü � ýòî ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó ïðîãíîçîì è èñòèííûì
ðåçóëüòàòîì.)

5. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c, d. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðà-
æåíèÿ

f(x) =
a+ bx

b+ cx
+

b+ cx

c+ dx
+

c+ dx

d+ ax
+

d+ ax

a+ bx
,

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x.

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ÍÎÄ(a, b, c) = 1 è îíè ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí íåêî-
òîðîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì ÷èñëà

a2 + b2 − c2

a+ b− c
,
b2 + c2 − a2

b+ c− a
,
c2 + a2 − b2

c+ a− b

òàêæå öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë

(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b), 2(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

7. Äàíà òàáëèöà ñ òðåìÿ ñòðîêàìè è 100 ñòîëáöàìè. Èçíà÷àëüíî â ëåâîé êëåòêå êàæäîé ñòðîêè
ñòîèò 400·3100 ôèøåê. Çà îäèí õîä Ïåòÿ îòìå÷àåò íåêîòîðûå ôèøêè â òàáëèöå (õîòÿ áû îäíó),
à çàòåì Âàñÿ âûáèðàåò îäíó èç òðåõ ñòðîê. Ïîñëå ýòîãî âñå îòìå÷åííûå ôèøêè â âûáðàííîé
ñòðîêå ñäâèãàþòñÿ íà êëåòêó âïðàâî, à âñå îòìå÷åííûå ôèøêè â äðóãèõ ñòðîêàõ óäàëÿþòñÿ
èç òàáëèöû. Ïåòÿ âûèãðûâàåò, åñëè îäíà èç ôèøåê âûõîäèò çà ïðàâûé êðàé òàáëèöû; Âàñÿ
âûèãðûâàåò, åñëè âñå ôèøêè óäàëåíû. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

8. Äëÿ n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(n) êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : N → N òàêèõ. ÷òî f(f(n)) = τ(n) ïðè âñåõ
n ∈ N.
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