
XV Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð.
Ãðàíä-ëèãà (10-11 êë).
Ôèíàë. 20.10.2020.

1. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1 è O2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B, ïðè÷¼ì
∠O1AO2 = 90◦. Õîðäà PQ îêðóæíîñòè ω1 ïåðåñåêàåò ω2 â òî÷êå R. Êàñàòåëüíûå ê ω1, ïðî-

âåäåííûå â òî÷êàõ P è Q, ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïðÿìîé RO2 â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî
îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà XAY , êàñàåòñÿ ω1.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC âûáèðàþòñÿ òî÷êè P è Q. Ïðÿìûå AQ,BQ è CQ ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ

îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå

PA1, PB1 è PC1 ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì BC,AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

íà ïðÿìîé PQ ëåæèò öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Âûïóêëûé øåñòèâåðøèííèê P âïèñàí â ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîìO. Îí ñîäåðæèò

øàð ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì
1√
3
. Äîêàæèòå, ÷òî P � ïðàâèëüíûé îêòàýäð.

4. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ìíî-

æåñòâî â F èìååò íåêðàòíóþ òð¼ì ìîùíîñòü, è è âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè F
ñîäåðæèò èõ ïåðåñå÷åíèå. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èç X ëåæèò õîòÿ áû â îäíîì

ìíîæåñòâå èç F . Äîêàæèòå, ÷òî n íå äåëèòñÿ íà 3.

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p íàçîâ¼ì àáñîëþòíî ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k òàêîãî,

÷òî 2 6 k 6 √
p, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

{p

k

}
> 0,01. Êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî àáñîëþòíî

ïðîñòûõ ÷èñåë?

6. Áåñêîíå÷íûå âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . è b1, b2, . . . òà-
êîâû, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ëåæèò ðîâíî â îäíîé èç íèõ, è an = bn + b2n + · · ·+ b10n
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷å-
ñêàÿ ïðîãðåññèÿ n1, n2, . . . , ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
bn1 , bn2 , . . . � òàêæå àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

7. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n è âåùåñòâåííîå ÷èñëî a. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãî-
÷ëåíû f(x, y) è g(x, y) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî

a =
f(am, (1− a)n)

g(am, (1− a)n)
.

8. Íà òóðíèðå ïî êîìàíäíîé èãðå â ñåò ó÷àñòíèêè êîìàíäû A äîãîâîðèëèñü è ðàñïðåäåëèëè

ìåæäó ñîáîé n ðàçëè÷íûõ íîìåðêîâ. Òàêèå æå n íîìåðêîâ ðàñïðåäåëèëè ìåæäó ñîáîé ó÷àñò-

íèêè êîìàíäû B. Êàæäàÿ èç êîìàíä ñîñòîèò èç 15 ÷åëîâåê. Òå ó÷àñòíèêè, ó êîòîðûõ íîìåðêè
ñîâïàäàþò, èãðàþò äðóã ñ äðóãîì. Åñëè ñîâïàëî íåñêîëüêî íîìåðêîâ, òî èãðîêè èãðàþò äðóã

ñ äðóãîì êîëè÷åñòâî èãð, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ñîâïàäàþùèõ ïàð. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè êàêèå-òî

äâà èãðîêà èç êîìàíä A è B íå èãðàëè äðóã ñ äðóãîì, òî ñóììàðíî ýòè äâà èãðîêà ñûãðàëè

íå ìåíåå 20 èãð. Íàéäèòå íàèìåíüøåå n, ïðè êîòîðîì òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà.
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